7. cviceni - reSeni

Priklad 1 (a)

lim (1— 2 ' — lim log(1-2)= VOLSF (8) o2
T—00 T T—$00

Kde poslednsledni rovnost ziskdme tpravou vnitini funkce a pouziti VOLSF (S):

2 log (1 — 2) VOLSF (P) + VOAL-+znémé lim.
hmlog(l—).x—lim_g.g(zx) (P) +VOAL+znéma 5
r—roo x T—00 =
V posledni rovnosti bereme VOLSF g(z) = %2 a f(y) = w. Prava strana je definovana, ¢imz jsme

ovétili predpoklady véty o aritmetice limit.

Piiklad 1 (b)

11—z 1—x 1
1 -z 1 (1==)-(1+V=) 1 vz L ootz
lim +x ~ lim +x ~ lim +x :hme”ﬁlog(?”)
z—=1\2+x =1 \2+x =1 \2+x z—1
Dale:
i 1 1 14+ 2\ spoj. 1 1 1+1 1 1 2
1m . - . - — = _
1t vz e\ots 111 B\2yr1) " 2%®\3
Dale:
lim el+1\/5.log<éiii) VOLiF (8) lim e¥ = @% log(%) = elog(@) = 2
vl y—rylog(3) 3

Priklad 1 (c)

Ne
) I+az) -7 . Liz) 1=V@ VOLSF
lim — lim 8(z) 5 VST 0 _ g
z—oo \ 2+ T—00

Kde VOLSF (S) pouZijeme na vnitini funkci exponentu nésledovné:

— 149 %—% .
limlog<1+$)-1 ﬁzhmlog(%il . \fSpOJ';ALlogl-O:

T—00 24 x 1—=x T—00

Piiklad 1 (d)
x5
32 —w+1NT L g (4525l ) 2 VOLSE (P)
202+ +1

lim
Tr—r00

Kde VOLSF pouzijeme na vnitini funkci exponentu nasledovné:

32_ 1 3 g_l_i_i 2 3_l+i
lim log< rvort ) T~ lim log z T2 ) T VoA o iy log fixf =
2+14+ %

T—00 202+ +1 ‘1—.%' T—00 2_'_%—’_33712 %—1 T—00 -
3—14+ 4| voLsF s ;

= |f(y) = logy, g(z) = == 2| VR ®) o i logy B —00 - log S = —o00
2+ .+ 2 y—3 2
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Prava strana je definovéna, ¢imz jsme ovérili pfedpoklady véty o aritmetice limit.
Priklad 1 (e)
i [ean (2 4 2)] ™% = iy lowson(g ) mnzs o i g oo+ o
=7 =7

Pouzili jsme vzorec a¥ = e¥108(a),

lim [log tan <g + x)} -tan 2z VoAL L spoj. log tan (z + Z) - lim tan2x

us s
Ty 8 =7

Vyraz log tan (% + %) je realné ¢islo. Déle plati:

lim tan2x = oo, lim tan2x = —oo.

us us
T—g— T g+

Vyuzitim predchozich rovnosti dostavame nasledujici.

T tan 2z
lim [tan (— + m)} =e* =
T T = 8

lim {tan (% + x)ranh =e =0

T 7+

Jednostranné limity nevysly stejné, tedy limita ze zadan{ neexistuje.

Piiklad 1 (f)

) <logx+1)1°gx
hIl'l EE—
log

Pouzijeme substituci y = log x:

lim LH Y — lim 1 + 1 4 OdVOZerii limita e
y—oo Y B Y—00 y = .

. <logaz + 1>1°gx
lim (| ——— =e.

Z—00 log

Tedy i

Priklad 1 (g)
log(1422)-—% VOLSF ol

sin2 z

1
lim (1 + xz) sinz = ]im e =
x—0 x—0

Kde VOLSF (S) pouZijeme na vnitini funkci exponentu nésledovné:

1 1 x?
= lim lo [1—{—332 12}- =
sin2z  2—0 & ( ) sin? z

V(EL (hm log |:(1 i :1:2) I%}) 12 VOLSF + Od:vozené limita
z—0

tim log (1447 -

1

1
Zde pouzijeme VOLSF (S) na f(y) = log(y) a g(z) = (1 + 2?)+2, nebot vime, Ze lim,_,0 g(z) = e. Pravd
strana je definovana, ¢imz jsme ovérili predpoklady véty o aritmetice limit.

Piiklad 1 (h)

. 1 . ._1_ VOLSF (S
lim (14 tanz)se = lim el°e(+tane) 5z ELE O R

z—0 z—0
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Kde VOLSF (S) pouZijeme na vnitini funkci exponentu nésledovné:

1 log (1+t t log (1+t 1
hm ]Og (1 + tanx) - — lim 0og ( + tan x) . énﬂf — lim og ( + tan I‘) ) _
sinz -0 tanx sinz  z—0 tanx COS T

AL+VOLSF (P)+ ZL +spoj.

1-1=1

Zde pouzijeme VOLSF (P) na f(y) = %g(y) a g(x) = tanx, nebot vime, ze lim, ,og(z) = 0. Prava
strana je definovana, ¢imz jsme ovérili predpoklady véty o aritmetice limit.

Piiklad 1 (i)

lim
x—0

1
<1 +tanx> sinz VoAL limy 0 (1 + tan z)so= e .
-\ . T = - =
1 +sinz limg 0 (1 + sinx)sine e
Kde limita ¢itatele plyne z pfedchoziho pfikladu a limitu jmenovatele spocteme pomoci substituce y = sinx
a odvozené limity:

1
li V=e
ylgg)( +y)v

Prava strana je definovéna, ¢imz jsme ovérili predpoklady véty o aritmetice limit.

Priklad 2 (a) Necht n € Z.

VIt —-V1i-z | 1i+tz-V1-z Vi+z+V1I-2 1+2—(1-2x)
lim = lim . = lim =
z—0 x" z—0 xn \/1+x—|—\/]_—gj :v—>0xn(\/]_—|—gj—\/1—x)
2z : 2 VoAL 2 . 1

= lim = lim =" lim - lim

a0 - (V1+z+vVI—2) a20zn 1. (VI+az4++/1—x) Ho\/1+:n+\/1—x £50 gL

. L 2 VoAL + spoj. 2 .

Dale platl hmx_)[) m = W 1.

Je-lin—1=0,¢ilin =1, pak limg_,0 7= —hma,_m%—l

Je-lin—1>0asudé clin>1a hche pak zlomek —— je kladny nezavisle na kladnosti z. Proto
lim,_so Inl r =00 (neb 1 = 00).

Je-lin—1>0a hChe Clh n > 1 a sudé, pak Zlomek ——1 Je kladny pro kladné x a zdporny pro zaporna
x. Plati tedy limg_,o— nl T =—00a hmm_>()+ —n-1 = 00. Tedy zadana limita nekonverguje

Jellin—1<0, c1hn<1 pak T =zl —n , kde 1 —n > 0. Proto lim,_.q -1 = 0.

ZAver:
n €z lim, .o %‘/ﬁ
> 1, liché o0
> 1, sudé 7
1 1
<1 0

Priklad 2 (b)
Necht n € Z.
Pouzijeme vzorec A" — B™.
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L VT Vet T VT Vet T (Va4 1)+ VR TV T4 (VaR 4 T)?
v—1 (x—1)" 21 (z—1)" (Va2 +7)2 + Va2 + TVa3 + 7+ (Va3 +7)2
3:2+7— (x3—|—7)

2
— -1
i =)
T 3/1 7 3/1 7
(m—l)”-x2<<\3/x+xs) +\3/5+;33 (\3/1+ >>
zlirri
T—r
o (5 ) ¢ ,ﬂmw(w xs))
VAL Jim L
o 1 —)1 z—1
T e () e
Plati
. -1
‘llinl 3/1 7 2 3/1 731 1 3/1 7 2
( E—I-;g) T4z T3 —l—;g—l-( -I-g)
VoAL —+ spoj. -1 o ;1
hmaz—>1 127

= te=a)

. 1 VOLSF (P) .. 1
lim —M— = lim
z—1 (.CC - 1)"71 y—0 ynfl

V zavislosti na kladnosti a sudosti ¢isla n — 1 limita lim, .o yn%l nekonverguje, ¢i konverguje k
nekonecénu, nebo k 0, nebo k 1.

Zaver:
n€z | lim, , LEEVeIT
> 1, liché —00
> 1, sudé 3
1 o
<1 0

Priklad 2 (c) Necht a € R.

Pouzijeme vzorec z prednasky: sinax —sina = 2 - cos ( JQF“) sin (“32;“) Pak plati nésledujici.

lim ——— =" lim — =" lim cos
T—a r—a T—a r—a T—a

2
spoj. + ZL a—+a
= cos 5 -1 =cosa

SINT — SN vaoree . €08 (Z52) sin (25%) voArL (m—i—a) _

Vypocet plati pro libovolné a € R.

Piiklad 2 (d)
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Necht m,n € N. Provedme nejdfive tpravu: sin(mz) = sin(mz — mm + mm) = sin(m(x — 7) +
) soustory veorec sin(m(x —m)) cos(mm) +cos(m(x —m)) sin(mm). Pricemz cos(mm) = (—1)™ asin(mm) =
1

0, neb m € N. Proto plati sin(mz) = (—1)™ sin(m(z — 7)) a analogicky sin(nz) = (—1)"sin(n(z — )).

i S0 Gprava o (—1) s%n(m(:c —)) VoAL (-1) lim sin(m(x — m)) m(x — ) . n(x — ) _
z—m sin nx a—m (—1)"sin(n(z — 7)) (=) a=»r m(zx—7m) n(z—7)sin(n(z —m))
VoAL + VOLSF (P) + ZL (C1ymn1 . T = (gymen™

n: n

Priklad 2 (e)
Necht a € R,a > 0.

Je-li a = 1, pak Cf__al = xoa,

a proto limg .o _1 =0.

Pro a # 1 uZijeme vzorec y = €!°5®¥) pro y > 0.

Coa®—1 . erlesl@) _q VoAL + VOLSF (P) el
lim = lim ————— - log(a) = log(a) - lim
z—=0 X a—0 1z log(a) y—0 Yy

log(a) - 1 = log(a)

Priklad 2 (f) Necht a € R.
Je-li a = 0, pak lim, . (m) — limg e 1% = 1.

r—a
Pro a # 0 pouZijeme vzorec a = €'°2(%) pro a > 0. Je proto tFeba nejdifve ovéfit, Ze i—fg > 0. Je-li
a > 0, pak kyZzena nerovnost nastane v piipadé, Ze x € (—oo, —a) U (a,0). To je splnéno pro dostatecéné
velkd x a jelikoz ©x — 0o, mizeme predpokladat, ze x+a > 0. Podobné pro a < 0 dostavame, ze staci, aby

xr > —a.

r—oo \ I —a T—00

x
. r+a vzorec . zta
lim ( ) oree 1im @ o8(558)

Spocitejme nyni lim,_,~ x log (?ﬁ)

2a lo 1+ 2a

2 P 2 g( - )

lim zlog <$+a> = lim xlog <1+ a ) cz—a VOAL i 29T gy 2N T
'1; == =

T—00 Tr—a T—00 —a

VOLSF (P, . 1og(1+y) zL

y—0 Yy

2a-1=2a

Mohli jsme pouzit VOLSF, neb limg,_, % =0.
Plti tedy nasledujici.

lim
Xr—r 00

T
T+a z+a) VOLSF im L
( > vzorec lim ¢® 10g( z+a ) il (S) 611 z T log( 2711 ) 62&

T —a T—00

Piiklad 3 (a) Ukazeme, Ze limita neexistuje. K tomu uvazime posloupnosti {z,}2%; a {yn}o%,

definované predpisem x, = %, n€Nay, ==x75-,n€N Pak z, = 0ay, — 0. Dale spocitame
2

n—o0 n—oo

1 1
Jlrgoisin <;> = lim §sin(2nﬂ') = lim 0=0
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N S A .1 m .1 1
lim —sin| — | = lim 751n(7—i—2n7r>: lim —-1=—.
n—o0 2 Un n—oo 2 2 n—oo 2 2
Z Heineho vty nyni vyvodime, Ze lim, g % sin(Z) neexistuje, protoze jsme nalezli dvé posloupnosti {x, }
a {yn} konvergujici k nule takové, Ze lim,, oo ; sin( - ) # limy, o0 é sm(y ).

P#iklad 3 (b) Pouzijeme Heineho vétu na posloupnost x,, = n — oco. Pocitejme

Jr+1-— 13/x+cos§

lim =
T Ya? 4 sin2 — Y
_ z+1—1z—cos(2) (22 +sin (2 )) + (22 +sin (2 )ém%—i—x%
im : =
v 2 gsin (2) —x (2+ )8+ (@4 1)5(z+ cos (2))5 + (@ + cos (2))3
4 sin(2) % sin(2) é
) e
1 —cos (3) 22 +sin (%) + 2 v <+ @ U +
l‘lgngQ-l—sm(Q)—aﬂ. 1 . 3\\ 3 3y 2
2 2 1 = 3 3
. ((14—;)3—}—(14';,)3 <1+COS(I)) _|_<1+cosg£z)) )

z—oo  gin (2) 1 B
1 —cos(2 3\ 2 2 in(2
AL i ; 2(95)() L 2 lim 1+ (2I)—|—1 =
T—00 (E) x sin(£) 2 T—00
. 1 —cos(3) r _ sin(2)
= lim 3236-9-'952 -i-hm 1+ —° 1] =
T—00 (E) SIH(E) T—00 x
AL+VoL j. 1-— 1 1 9
+VoLSF (P) + spoj lim 1 —cosy .9. lim 'y L9l g1
y—0t Y2 y—0+t \ siny 2 2 2
in(2
Pricemz limitu vyrazu 1 + SH;# jsme podcitali nasledujicim zptisobem.
02 02 2
sin( = in(= sin( = 2
lim 1+ (’”)zlim1+ (m)—l 1+ (x)f—
VoAL + VOLSF (P i
oAl X ()1+lim%-lim—3—l—|—1 0=
y—=y Y T—00 I
7 Heineho véty je tedy i ptvodni limita pro n rovna %.
Priklad 3 (c) UkdZeme, Ze limita neexistuje. Uvazme posloupnosti z, = § — %,n e Nay, =

5+ %, n € N. Pak z,, konverguje k § zleva a y, konverguje k 5 zprava. Vypocteme

T 1
lim tanx, = lim tan < — ) = 00

n—00 n—00 2 n

n—00 n

T 1
lim tany, = hm tan (2 + ) = —00.
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7 Heineho véty tudiz dostavame, ze 1imx_>% tan x neexistuje.

Priklad 3 (d) UkaZzeme, Ze limita neexistuje. Uvazujme posloupnosti x,, = ﬁ,n eNay, =
ﬁ, n € N. Pak z, a y, obé konverguji k 0. Spoc¢itame
4
: 1 @ .
lim cotan | — | = cotan (— + mr) = lim 0=0
N—00 T, 2 n—00
a

. 1 T .
lim cotan <> = cotan <— + mr) = lim 1=1.
4 n—o0

Z Heineho véty dostavame, ze lim, g cotan(%) neexistuje.
Priklad 3 (e) Pouzijeme Heineho vétu pro x,, = n — oco. Pocitame tedy

arcsin (\/ 22 +sin? & — V2 — cos? x)
lim

z—00 Vaz+1—+/22 -1

Nejdrive upravime

o (/2 2 . )3 D -
‘ arcsm( T4 +sin“zx T cos x) 22 +sin®x — Va2 — cos2x
lim 5 5 . =
L—00 Vaz +1—+22 -1 Va2 +sin?z — Va2 — cos? z
arcsin (V22 +sin’x — Va2 —cos2z) /o2 1 w2 ) 2
X T4 +sIn“x —\Vx? —Ccos“x
= lim . > > =
=00 Va2 +sin?x — Va2 — cos?x Vaz+1—+a22 -1
arcsin (V22 + sin? x — Va2 — cos? x /9 | a2 3 5
AL . . x4+ sin“xr — \Vx* — cos‘x
= lim - lim

T=00 Va2 +sin?x — Va2 — cos? TTo0 Va2 +1 -2 -1

Pocitame tedy dvé limity. Spocitejme nejdfive limitu vnitini funkce prvni limity:

2 2
. . . sin“ x + cos“x
lim \/mQ—i-stx—\/xQ—coszx: lim

L0 2700 (/22 4+ sin? x + V2?2 — cos?x
Oznaéme g(r) = Va2 +sin?x — Va2 —cos?2z a f(y) = % Jiz jsme spocetli lim, o g(z) = 0.

Snadno ovéfime, ze pro x € (1,00) je g(z) definovana a kladna (specialné g(x) # 0), a tedy miZzeme pouzit
VoLSF(P). Dostavame, ze

0.

. 2 02 . \/2_72 .
arcsin (\/m T CoS 33) r arcsin y

lim = lim
T=00 Va2 +sin?z — V22 — cos? z y—=0t Y
Polozme nyni f(z) = 5= a g(y) = arcsiny. Pak lim, o+ g(y) = 0 a g je prostd. Z VoLSF(P) tudiz
dostavame, ze
arcsiny ) T AL 1 7L
Iim ——= = lim — = — - = 1.
y—0+ Y z—0T sSInx lim,,_, g+ SBE

x

Matematika 1, 2023 /24 7



Dale spocitame druhou limitu:

Va2 +sin?z — V22 — cos?x

lim —
z—00 Vaz+1—+22 -1

i 22 +sin?x — 22 + cos?x V2 +1+ Va2 =1
= lim

T—00 24+ 1—a22+1 '\/x2+sin2x+\/x2—c032x_

1 1
: v (\/1 Tt \/1 o P) AL+VoLSF (P) 1 141 1
- lim o _

1
- ' 5 Tri=7
2 x—>oox<\/1+512§x+\/1_w;§m) 2 1+ 2

Piiklad 3 (f) Polozme f(y) = v/tan?y + 1(5 —y) a g(x) = arctan . Pak lim,_,o g(x) = § a zarovein
g(z) # % na (1,00). Je splnéna podminka (P) VoLSF. Dostavame

li_>m 2 +1 (g — arctan 33) = li_>m flg(x)) = lim VtanZy + 1 (f — y) =

Y=y 2

= lim 4/(tan?y +1) (z - y>2

Y=g 2

Nyni se podivame na limitu vnitini funkce. Pocitejme

2 in2 2 2 1 2
y—3 2 y—I- cos?y 2 y—z— sin?(§ —y) \2

Opét pouzijeme VoLSF. Polozime f(z) = Siﬁzm ag(y) =5 —y. Pak lim, - g(y) =0 a g je prosta. Dle
2
VoLSF(P) tudiz dostavame

. 1 ™ 2 . .
yLHi{ W (5 - 3/) = lim f(g(y)) = lim f(z) =

yﬁ)%i r—0t
a” AL 1 AL 1
z—0+t sin“ x

sin?

sin x sin x = 1-1 =1
22

hmx%O"" = 'hmxaﬂ‘*‘ T

hInac—)O7L

Piiklad 3 (g) Spocitame prvné limitu vnitini funkce:

1 sinx AL+0 krat omezena
o =
T—00 I 2z

0.

Ozna¢me f(y) = logy a g(x) = % + % Pravé jsme spocitali, Ze lim,;_,oc g(x) = 0. Zéaroven vidime, Ze
g(x) # 0 na (1,00). Z VoLSF(P) dostavame

lim f(g(z)) = lim logy = —oo.

T—>00 y—07+
Priklad 4 (a) Budeme chtit vyuzit znamych limit a VOLSF.

sin(tan x) tanz arcsinz x sin(tanz) tanz arcsin x x

a—0 arctan(arcsinz) tanz arcsinz x 2—0 tanz

VOAL
= 1.

x  arctan(arcsinz) arcsinz
Posledni rovnost plati, protoze:
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. limxﬁow VOLEE (P) 1, kde g(z) = tanz, lim,,og(x) = 0 (ze spojitosti) a f(y) =

limy, 0 f(y) = 1 (znama limita) a plati podminka (P).

siny
Yy )

tanx
T

e lim, ,g = 1, vime z pfedchozich cviceni, neb se jedna o limitu odvozenou ze znamé limity.

VOLEE (P) 1, kde g(x) = arcsinz, lim,; ,0g(z) = 0 (ze spojitosti) a f(y) =

arcsin x
arctan(arcsin x)

#any’ lim, 0 f(y) = 1 (odvozené od znamé limity) a plati podminka (P).

4 hma:—>0

e lim; 0 ;= = 1, vime z pfedchozich cvi¢eni, neb se jedna o limitu odvozenou ze zndmé limity.
Prava strana je definovéna, ¢imz jsme ovérili predpoklady véty o aritmetice limit.

Priklad 4 (b) Budeme chtit vyuzit znamych limit a VOLSF.

.1 —cos(arctanx) arctanx arctanx
lim 5 : . = lim
z—0 z arctanx arctanx 2—0  (arctanx)

1 — cos(arctanz) (arctan)? voarL
2 . 2 =

N | —

X

Posledni rovnost plati, protoze:

1—cos(arctanz) VOLSF (P)
(arctan z)2 -

e lim, ;o %, kde g(z) = arctanz, lim,_,0g(z) = 0 (ze spojitosti) a f(y) =

1_;#, limy 0 f(y) = 3 (odvozeno od znamé limity) a plati podminka (P).

(arctan )2

2
x
odvozenou ze zndmé limity.

. VOAL . . . o .
= lim,_,o &ctanz  arctanz T2 yime z predchozich cvieni, neb se jedna o limitu

o lim, g tanz . arct

Prava strana je definovana, ¢imz jsme ovérili pfedpoklady véty o aritmetice limit.

Priklad 4 (c)

Vad +1+Vab -1

lim 2 arcsin(\/x5 +1—+25—1-

) =

e VS +1+Vad -1

= lim xgarcsin( 2 ) - 2 _\/335+1—|—\/x5—1:
e Vit +1+Vab =1 Vad +1+Vab — 1 2

. arcsin(m) ' 9203 _
N S Vat + 1+ Vs — 1

VOAL VOAL-+spoj. g _

_ 2
- lim = 2—1.
TS 1- %

Prvni VOAL rovnost plati, protoze:

lim
Tr—r00

)

. 2
arcsin( mwﬁ) VOLSF (P) ]
3 =
Vad+14+vVas—1
. VOAL+spoj. i . e .
kde g(z) = m, limy o0 g(2) =P 0 a fly) = S Timy 0 f(y) = 1 (znama limita) a
plati podminka (P). Prava strana je definovana, ¢imz jsme ovérili pfedpoklady véty o aritmetice limit.

Piiklad 4 (d) Budeme chtit vyuzit znamych limit a VOLSF.
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3m\2 2 2 3m\2
lim (422 — 97?) i ( 2 ) = lim — 37r : § . ( 2 ) VOAL 4.
PR l+sinz (z—2)2 o3 x—5 w—5 l4sing
Posledni rovnost plati, protoze:
o lim, s 4“;2__%,?2 = lim, 5= (2%?# = limz_%r@x + 37) - 2 = 127 (ze spojitosti).
2 2
. . sin(z+7%) . sin(m——) VOLSF (P)
° llmm_>377r chs% = hmm_,%r 1_73773 = llmm_>377r ﬁ 1, kde g(x) = :U—— lim,_, g(ac) =

0 (ze spojitosti) a f(y) = =¥ lim, ,o f(y) = 1 (zndma limita) a plati podminka (P).

_3m _3m 3m )2
%) o % = lim, ,_s Wi2) dle VOLSF (P) (¢ — &« —z —

° hmm_>377r

1+sinz y——5 14sin(—y y—>
—3m)
)
: (z=3)2 .. (@+37)2 : @+32 (a+%)? ;
o lim, ,or Ty = UM, -8 Ty = lim, ,—as m = lim,_, s mv kde prvnf

rovnost plyne z pfedchoziho kroku. Dale plati g(x) = = + 2 , limw_)im g(z) = 0 (ze spojitosti)
2

a f(y) = ﬁ, limy, 0 f(y) = 2 (odvozeno od znamé limity). Tedy dle VOLSF (P) plati, ze
(z— )2
=2

hmx 32” l+sinz

Prava strana je definovéna, ¢imz jsme ovérili predpoklady véty o aritmetice limit.

Priklad 4 (e) Budeme chtit vyuzit znamych limit a VOLSF.

\/x2+sin2 z+Vz2—cos? x

arctan(( /1'2 + Sian . /xQ — COS*Q x) . 22 +sin? m+\/x2700521)

lim
e Vo2 +2 Va2 +1
arctan( 1 ) 1 i 2
= lim Ve eV oty e atvatwors VIR +2+ Va2l
— 1 5 — 5 > . _
Y et eV —co s Va2 +2 V22 +1 Va2 +2+ Va2 +1
t 1
= lim - an(\/m+m), Va2 +2+ Va2 +1 VOAL

1
T—00 2 i 2 2 2
/712+sin2 A2 —cosZ & T4 +smm“xr + vV COS“ ™

Posledni rovnost plati, protoze:

1
arCtan<\/z2+sin12 z+\/z2fcos2 z) VOLSFg)+SPOJ~ 1’ kde g(SU) — 1
Vo2 o2 o iva? o 2 \/x2+sin2 z4+vVax?2—cos? x
0a f(y) = amtyany, lim, 0 f(y) = 1 (odvozeno od znamé limity) a plati podminka (P).

VZZ 2+ Va2 H1 — lim ,/1+ +‘/1+ VOAL + spoj.+ omez. o 1
= N = 2 — 1.
Va2 +sin? z+Va?—cos? x e \/1+s‘n “”Jr\/1+coq = 2

o limy, Nimg 00 g(2) =

o lim, .

Prava strana je definovana, ¢imz jsme ovérili pfedpoklady véty o aritmetice limit.
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Piiklad 4 (f)

cos(sinz) —1 . V1+aZ2-1 x? sin?x  cos(sinz) — 1
20 log(v'1 + 22) ~ 250 log(v/1 + 22) . Vi+a22 -1 a2 sin? -
VoAL 1 i 2 ‘ <lim sinx>2 ‘ (_ i 1— Cf)SQ(SiH$>) _
limg_sg k:%f% =014+ 22 -1 \a=0 x z—0 sin®

Spocetli jsme
e prvni limitu pomoci VOLSF: f(y) = log(y)/(y — 1), g(z) = V1 + 22, predpoklad (P),
e druhou limitu pouzitim vzorce a® — b*: lim,_,q # = lim,_.g 39(17 ‘j;zxjfrl),

e treti limitu jako znamou limitu,

e &tvrtou limitu pomoci VOLSF: f(y) = (1 — cosy)/y?, g(x) = sinz, piedpoklad (P).

Piiklad 4 (g)

po (VO —cos(vE) NG 2 [1-cosyz . e2sme _1 lsing
im = lim (————— ] - : =
z—=0+  log?(1+ /) 20+ \ log(1 + /) T $sinz T
2
1 .
1 1-— PR | Llsinz
VoAl | fim ——EBVE Ve + lim 7621 - - lim 2 =
lim, 04 1 g(i/‘t\/g) z—0+ T =0+ Ssinz z—0+ x
x

Spocetli jsme
e prvni limitu pomoci VOLSF: f(y) = log(1 + y)/y, g(z) = y/z, pfedpoklad (P), a piikladu 7.3(i),
e druhou limitu pomoci VOLSF: f(y) = (1 — cosy)/y?, g(z) = \/z, predpoklad (P),
e tfeti limitu pomoci VOLSF: f(y) = (e¥ —1)/y, g(x) = (sinz)/2, pfedpoklad (P),

e Ctvrtou limitu pomoci AL a zndmé limity.

Piiklad 4 (h) Znacime exp(z) = e”.

1

T 1
lim (1 — Varcsin a;) treose — li%1+ exp <log (1 — varcsin a:) )
T—

vyl V1—cosx
Spocteme
1 log (1 — +/arcsin w) —Varcsinz 72
lim lo (1 — v arcsin a:) —— = lim . .
i V1 —cosz =0+ —+/arcsin NZT 1 —cosx
VoAL log (1 — +v/arcsin a:) 1 1 1 1

= lim

‘ - — . =
z—0+ —+/arcsin x limg 04 v/ e lim,_y 04 a/l=cosz 1
x

Spocetli jsme
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e prvni limitu pomoci VOLSF: f(y) = log(1 + v)/y, g(x) = —v/arcsinz, predpoklad (P), a prikladu
7.3(1); limitu g(x) spoCteme ze spojitosti,

e druhou limitu pomoci spojitosti odmocniny a VOLSF: f(y) = (siny)/y, g(x) = arcsin z, pfedpoklad
(P),
e treti limitu pomoci spojitosti odmocniny a znamé limity.

Diky spojitosti exponencialy se pak pivodni limita rovna e~ vz,

Piiklad 4 (i) Jako v predchozich p¥ipadech staci spocitat

Az =
: T 2241 log (26’”“ - 1) 2er1 —1) dw  a?+1
lim log <26w+1 — 1) ——— = lim = : y) . .
z—0 3x z—0 2¢ztl — 9 Tﬁ z+1 3x
Az -
VoAL ;. 108 (263#1 N 1) . | . 4 22 +1
= lim = -2 lim — 1 :
z—0 ertl — 9 z—0 o z—0x +1 3x
4
=1-(2-1)-=
(2:1) 3

Spocetli jsme
e prvni limitu pomoci VOLSF: f(y) = log(y)/(y — 1), g(x) = Qexp(;ﬁ) — 1, pfedpoklad (P),
e druhou limitu pomoci VOLSF: f(y) = (eY —1)/y, g(z) = (4z)/(z + 1), pfedpoklad (P),
e tTeti limitu standardné.

Diky spojitosti exponencialy se pak puvodni limita rovna e8/3.

/4T BT e\ 1 4T 4 5T 4 6T
lm (——— ] = lim exp| —log| —————
x—0+ 3 x—0+ xr 3

1. (4" 45"+ 6 R O Al i Wi Sttt
a2 3 4w+5;+6w_1_
47457 46"

VoAL ;. log (=) 1 (4% 4 5% 467 ® + () ( 3ﬁ>
- :vliggr 74I+5;+6I —1 xli%il‘ 3 1 N log (2V15

Piiklad 4 (j)

Opét staci spocitat

Nize vyuzivame lim,_,| lzg_(f) =1, kterou lze odvodit pomoci VOLSF a ZL lim,_q % =1.

®): o, m =[ote) = TS i o) = 1. 7(9) = E| VO iy )
(#£3) : lim L (W _ 1) _ ‘ay _ ovloga| pip 1 (exlog4 1 . erlogh _ 1 . o log6 _ 1) _
z—0+ T 3 20+ T 3 3 3
— xli]%gr% (eg;l;gl;z;lazlogll + izglzg;lxlog5 + eg;zgl;;lxlogfj) —
=, <ezzgl<?g_41 log4 + izgl;;l log 5 + izgl;_ﬁl log 6) () vont B2 | B0 4 280

~ log120  log(8-15) 3
=—F = 3 = log (2\/ﬁ>
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xloga_l 1 exloga_l ey —1
$_>1%1+ 3zloga 3 m—>1%1+ xloga g(x) = zloga, xl_)u&_g(:n) 0, f(v) Y
VOLSF (P) 1 .. e¥—1 gz 1
— _ 1 = —
= 3y1_r>r(1) ; 3 pro a € {4,5,6}
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